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�� �� ��� �� 	
�� 
� ���� ����� �� ����� 	��� ���� �� �1���� 	
�� ����� ����� ���� � ��!� �"�#� $�� %�� &'�
�()�� �� ���* +
', ���� -��./% � �� 0��1�� %�� �� 2�3� �� � �'� �45� D(g) 67� 0��1�� 
� g/67� 	
�� �89 ��
:��. 0;� �� �� �� ����� �<�= " ��� �� �� 	
�� ����� %(.�� 	= >�� �5?� $�� %�� �� �'���� 	
�� ����9 �� '�)��
����@ �1 �A4��B1 
 ����(� 2�� 	
�� ����� �� � �� �� &�C#� �� ��. �,�1 �� �� '#� �� �� �� ����� �� �� ����� �����
����� �D EA ��� �� '���� ��,
 �# 4F 2�� +��� %�� ����(� 	
�� 
� 2��� �� �� �� �
'3� G�D��D %�� �� �� ��. $��
�� H��@ �� +��� %�� ��� �� I'���� �� ���>D 
 1��(5 � ��F �� �� �� ����� %�� 
 I'���� ��,
 2��#�� �D �� 
 ����
%�� 6 J� �� �� �� 	��)� �J 2�� 	
�� ����� �� ��K(.� ��F �� $�� ����@ �� �� �� �� �L��� = � 2�'#(� 2�MJ�7� 
 � ��
�� g 67� 	
�� �89 �� �� %�� ��#� -���� ��,
 �� �J�4, 
 	
�� ��(.�� % � �� ��� ����� �� 
 	��� 2�C��� ��K(.�
�� �� '�� �� 	��,� �� �� 	��� �C��� %�� �'��� �� 6 <N1 �J �4, 
� �� Ti �� �� �� ��� %()�� 6��O g = eθiTi /P���
�C��� %�� �� �� �� Q�R�� 	'��� 2�M��� �� �� ��� 2��� %�� 
 � �M!� �� �J 	
�� ���(.�� -�4, ���(.�� �#J�C� S��F
����� 6 J� % �� �� ����
� ��'� �4, 2�� ����� S��F �� = � �� 	
�� 2�� ����� �� '�� �� 	��,� % �D �� 	���

�') '���. ����� �����@ $�� �� �M�1 ��� �J�4, 
 	
�� ����� �� $�� %�� �?� ����@ �� �J 2���4,

������ ���
 �� ���� ���	
 �� ����� �� ��� �

6� 
� 67� ��<) 2�� ���B1 �� ��
����� -	
�� %�� �'�� >������ G := {e, a, a2, a3} 2� 	�
� 	
�� 67� 	
�� 
�
%�� �� ��� �# 4F
 ��� �,�� TU ��
�� 	��'�� �� ���
� 
� 	'��� ��N� VO�
 �� a 	
�� %���� �WX 6<)Y ��� ������MD

����Z� �� �O�� 	���?� ��� �� 6<) ���
�
� �� �,�1 �(<� %�� �� 
 � �� 	��!(�� ��(���� 
 ��<� � ��!� �� �5��� �� � �� [ ��1 S O� ��F �� 6� %�� � ���?� 	����
P�,�� �� �>(5� P�4 �� 2�8" %�� '#� ���) �� 	��� ��N� V P/ �4� � 2�8" 
�������� 
� \��1 6� %�� �J�] ��
6��� ��� [ ��1 � ���. �� �� �� ���� %�� �� �>(5� ��. ���� �� %�� 
 ���� ����<� 6� [ ��1 2��� �� ���� 2� 2����
�� �� +�7� %�� �J
 � �� ��� 	��!(�� ���(���� 
 ��<� �� 6� 
� �@�<�
���� [ ��1 2��� 	�>^ ��� �(4J� �')�� S O��'BD
���� ���B1 2���� 6� % �� 67� = � P��_ 
 �� �1� 2� �� �# 4F������ � �M!� �� 	
�� ����� �̀*�� �� '�� �� 
��
V P�4� � 2�8"�� �� 6� 
� �J�] �� ' �� a�" �� �� 	��!(�� ���(���� 
 ��<��� ����4R� �M�� [ ��1 2��� �� 
 '�(5�
'��� VO�
 �� �'�� �� 6�'41 �(J�] �D �� �� 6� �J�] �� ����B1 6�9 �� � ��>� � ���(� '����� 2������� 64O �� �� ��N� |ψ〉 ��
�.�D �� � ��� ��� �A#O�
�� I'�� ��'� �("�� �.�D 6� �J�] �1 � �'��b� 6� �J�] 2
� '��� 2�>��9 �D �� � �M!�

Representation Theory of Groups1

X



�J�] �� ��� 2��R� P�4� � 2�8"�� ���9 �D ���c��(� $���� 2'#� �� 2�8"�� �,�� TU ��
�� 	��'�� �� 6� d�
��N� U(a) : V −→ V �C. �>��9 
� �� �� a 6�9 %�� ��� ��� e���� �� � ��� �� �M�1 �'�� �� [ ��1 �� 6� ���(����
%������� '���� �O�� 
� ���^�� �J�]����� 	��'�� �� ��������(�� �'�� �� 6�'41 U(a)|ψ〉/�J�] �� �� 6�/|ψ〉 �J�] �� � ��

�')�� ���<� �>��9 
� U(a) �� � �� �� �*�B1

67� � ��.�^� �,�� TU 	��'�� �� �� �� 0@ 
 �,�� TU 	��'�� �� ��� 
��� 6� ��� �� � �� �� 	��!(�� ��M) %���� +�]
�*�B1 �R (��� ���� a2h 6�9 a ���� 0@
 a 6�9 6��] ��#� �� )�� 	'��.�D �,�� XfU 	��'� � �� �� �� �� ��� ��

�<��� ��#� '���' @ ���� '�)�� 6� �J�] �.�D 	'��� ����� �� = � �����>��9 2
� g�) %�� �� � �� ��

U(a)U(a) = U(a2). W1Y

�� � �� �43� ���(���� Ǳ�) 
� �J�] 2
� G = {e, g, g′, g”, · · ·} 	
�� 
��b� �� V,�� � ���?���� �1 ��� �J�]��
Ǳ �) �� �� g���� P�4� � 2�8" 2
� �� � �� �45� U(g) : V −→ V 67� ���<� 2�>��9 g ∈ G �89�� �� �5���

�� ��� �M� g�) %�� 2���� 
 '�� �� 6�9 ���(����

U(g)U(g′) = U(gg′). W2Y

G�?(�� %�� ���@ V P�4� � 2�8" 2��� 	���� ���� 	��� ����� P�4� � 2�8" 2
��� 	
�� �� � ��� �� �1��� % �D��
�45� 2��#� �� �� 	
�� 
� ���� ����� ���1 �� %������� ���) �� �#��� ���<� 0��1�� 
� �� 6�'41 U(g) �>��9 -� ��
%����'#� �'�� 2
� @ 	
�� G�* 	'9�O ������ �� 0��1�� G�* �� 2��F �� �"�������= � 	
������9 �� �� 0��1�� ����

�� �� �� ����� S O� [��#1 �� ��'B�
������ i� (]� jkC�� 
� [��#1 �� ���� 64O

����� End(V ) �� �� V �� V �� ��Z@ �
��
 �C. 2���>��9 Q��1 �9��R� -')�� 2����� 2�8" 
� V 	���� ������
-')�� 	��?J� \/ �(?� �� �B B] �'9 
� α 
 �C.�>��9 
� B 
 A ��� ���� ��� 2����� 2�8" 
� �9��R� %�� 2�� �� ��
G�* ���� 	
�� 
� = � �C.�>��9 
� G�* �� �45� �9��R� %�� % �D �� ���� �C.�>��9 
� = � αA +B 	�>��

�(AB)(x) = A(B(x)) �� ��#� %�� �� ���M�� �J��(�/6�9 2��#� �� �C.�>��9 
�
� ���. �� 3����� 
� �� D : G −→ End(V ) �)�>� -')� � 2���� � 2�8" 
� V 
 	
�� 
� G 	���� ����� �

l')�����O����� g�)	����

D(g)D(g′) = D(gg′). W3Y

������� ��	
��� 	�
� ����� ��� ����� ����� �� Endomorphism ��� !� "��� #��2
Representation3
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���� �� 2�� ���B1�� ��
����� G 2� 	�
� 	
�� �� ������MD 6� 
� lX 6<)

���� End(V ) �� G �� ���5�� 
� D �>�� P��49 ��

����(� �� ����� -')�� �()�� ����(� '#� 2����� 2�8" 	���� �� ���. �� 4 ����� '#� �� V 2����� 2�8" '#� ������

� D(g) -g�� 2��� �� 	���� �� ���. �� 6 2'#� ���M� �� �� ����� ')�� �()�� ����(��� '#� 2����� 2�8" 	���� 
 5

�')�� ��.�� G�* 
� ��=MR� V 2����� 2�8" �� ��� Q�E \���) %���� �� ���. �� ���<� �� ����� -')�� ���<��>��9
�� �� �� 	��!(�� D 2�R� U &�] �� EA ��#� ���<� ����� 2���

�')�� �()�� n?N� 2��'#� �� ���� ����� �M�1 	
�� 
� �� ��� %<�� �� � �� ����Z1 �R� ��

�� ��) �� �R (� E�� [��#1�� ��� 	
��


D(e) = I

D(g−1) = D(g)−1. W4Y

���� �� ��� �N���� 7���<� ����� ������

(U(g))† = (U(g))−1, −→ (U(g))† = U(g−1). W5Y

��.�� G�* 
� V 2�8" 	���� VO�
 �� �'�(5� ���<� 2���>��9 U(g) 2���>��9 ���<� ����� 
��� �(M� P��49 ��
��#� -'�� o!] �� ��.�� G�* �� ��� �N���� ���<� ����� -')�� �()�� 〈, 〉

〈U(g)x, U(g)y〉 = 〈x, y〉, ∀ g ∈ G, x, y ∈ V. W6Y

Dimension of Representation4

Finite Dimensional Representation5

Infinite Dimensional Representation6

Unitary Representation7
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���	
�� �� ���� ���  �!� �

���� 	
�� %�� 2��� 2'#� 
� ����� 
� D1 ���� G = {e, a, a2} 2�
� 	
�� G ��' �� a�" �� ����

D1(e) = 1, D1(a) := e
2πi
3 , D1(a2) := e

4πi
3 . W7Y

l��� 	
�� %�� �� 2'#� �� ����� 
� D2 ���� � �� X +�7� 	
�� ������ G �� ����

D2(e) :=

⎛
⎝ 1 0 0

0 1 0
0 0 1

⎞
⎠ , D2(a) :=

⎛
⎝ 0 1 0

0 0 1
1 0 0

⎞
⎠ , D2(a2) :=

⎛
⎝ 0 0 1

1 0 0
0 1 0

⎞
⎠ . W8Y

P��49 	
�� %�� 2��� 2'#� 
� ����� 
� P��� %���� �'�� >� G = {e, a, a2, · · · an−1} 2�
� 	
�� �� G �� ����
l�� ���

D1(ak) = e
2πik

n , k = 0, 1, 2, · · ·n. W9Y

���' @ �5��1�� �5��� �� �M�1 ��� an = e �� ��� �� ���� �� �F�) �M�1 
 ��� 2�
� 	
�� ��D ��' �� �O�
�') 	��
��� D1(a) = e

2πi
n 2'#� 
� 0��1�� �� g�) %�� �� ��� �� q'� D(a)n = 1 g�)�� �� �����

{|0〉, |1〉, · · · |n− 1〉} ���@ 2��������� 2'#� n 2�8" 
� l��) �� �(.����� P��� �� 	
�� % ���� 2'#� n ����� 
�
l� �� �� [��#1��� P��� �� �� S 0��1�� 	�>�� ���� � �������

S|i〉 = |i+ 1〉 W10Y

�� 2'#� n ����� 
� �R (��� �Sn = I %������� �Sn|i〉 = |i〉 �� ��� r*�
 ���) �� Q�R�� n s�� �� V�, 6�9 ���� ��
l�������� 6<)

D2(e) = I, D2(a) = S, D2(a2) = S2, · · · . W11Y

2'#� 
� 8 �M�'� ����� 
� 	����� P��� %���� �'�� >� �B B] ��'9� 2�8" = ��� V 
 	��?J� 	
������ G �� ����
���� �� ���� ��,


D(g) = 1, ∀g ∈ G. W12Y

l ������ P��� �� 2'#� 
� ����� 
� P��� %���� �'�� >������ Sn �N>��, 	
�� �� G �� ����

D(g) = 1, ')�� i
� �N>��, 
� g ���

Trivial Representation8

t



D(g) = −1, ')�� ��" �N>��, 
� g ��� W13Y

���1 �� '�)�� �����
� D2 : G −→ End(W ) 
 D1 : G −→ End(V ) 	���� l9�� ����� 2��5��1 G�* �� ����
l�.����� P��� �� D1 ⊗D2 �����

(D1 ⊗D2)(g) := D1(g) ⊗D2(g). W14Y

�'�� S B31�� D1 ⊗D2 ���� ����� �� ��� 	'����.��

P��� �� �� D0 : G −→ R 2'#� 
� ����� ���1 �� 	����� -')�� ����� 
� D : G −→ End(V ) 	���� �� ����
l�.�����

D0(g) := det(D(g)), W15Y

���� D(g) 0��1�� ��� ��1� det(D(g)) ���� ��

D′ := SDS−1 	�>�� ')����Z@ �
��
 �C. 6�'41 
� S ∈ End(V ) 
 ����� 
� D : G −→ End(V ) 	���� �	���
���� ����� 
�= �

������

D′(g1)D′(g2) = (SD(g1)S−1)(SD(g2)S−1) = S(D(g1)D(g2))S−1 = SD(g1g2)S−1 = D′(g1g2). W16Y

� )�� �()���� g Q��1 2��� �� ��5O �� ')�� �()�� ��,
 S ∈ End(V ) 6�'41 
� D′ 
 D �����
� 2��� 	���� ������
�� 	'���. +��#�� u 2�� ����� '�)�4� % �D �� �N����
� �'��) �� 	'���. 10 +��#� �����
� �� -D′(g) = SD(g)S−1

�'��)

l�"��������� ��� 2'#�
� �����
� ���1 �� Z2 = {e, a} 	
�� 2��� �����

D1(e) =
(

1 0
0 1

)
D1(a) =

(
0 1
1 0

)
, W17Y

Tensor or (direct) product of representations9

Equivalent Representations10

v






D2(e) =
(

1 0
0 1

)
D2(a) =

(
1 0
0 −1

)
. W18Y

���� �'�J��#� �����
� %��

D2(g) = SD1(g)S−1, S =
1√
2

(
1 1
1 −1

)
. W19Y

6<) �� �� ��11 i
�=� ����� -')�� V \�(?� 2�8" 2
� G 	
�� �� ����� 
� D : G −→ End(V ) 	���� ������
l� �� �� [��#1���

D∗(g) := D(g−1)†. W20Y

���� -��� ����� 
�= � D∗ -')�� ����� D ��� �� ��� r*�


D∗(g)D∗(g′) = D(g−1)†D(g′−1)† = (D(g′−1)D(g−1))
†

= D(g′−1g−1)† = D((gg′)−1)† = D∗(gg′) W21Y

��� 6<) �� �8"
� %�� 12� B(5� V�, '�)�� 2'#� n 
 2'#� m e 1�1 �� 2�8"
� W 
 V �� ' �� a�" ������
���) �� [��#1

V ⊕W := {
(

v
w

)
, | v ∈ V, w ∈W}. W22Y

l��) �� [��#1��� 6<) �� �J�<�� 
�������� 
� G�*
�����
� V�,
(

v
w

)
+
(

v′

w′

)
=
(

v + v′

w + w′

)
,

α

(
v
w

)
=
(

αv
αw

)
. W23Y

���� 2'#� m+ n 2����� 2�8" 
� �A#O�
 E���� 	') [��#1 G�* 
 V�, �� V ⊕W '�� S B31 �� ��� 	'����.��

Contragradient Representation11

Direct Sum12

w



�R3 = R2 ⊕R �� '�� S B31 �(]��� '���1 �� 	'����. +�7� ����9 ��

l'�(5���� 6<) �� �� '���� ��,
 V ⊕W 2
� �C. Pk�'41�� 2� �(�� +�]

T =
(
A 0
0 B

)
. W24Y

�'��� �� 6�9 B �C. 6�'41 67� W 2�8" 2
�
 A �C. 6�'41 67� V 2�8" 2
� VO�
 �� �C. Pk�'41 �̀� %��
���@ W 
 V 2����� 2�8" 2��� ��� �� '�� �� ��N� (24Y �C��� �� �� ��N� A⊕B �� ���M�� �� ����(M� �M, % �� ��
��� �(4J� �'�� '���.�� 2�CO ����� P��K� T 6�'41 0��1�� -� �� ��N� 0��1�� �� ���M�� 2
� Pk�'41 
 � �� G�?(��

�'�(5� (24Y P��� �� V ⊕W 2�8" 2
� Pk�'41

%���� 	�> �� �� )� � �()�� D2 : G −→ End(W ) 
 D1 : G −→ End(V ) ����� 
� 	
�� 
��� �� ' �� a�" +�]
l�.����� �M�'� e 1�1 �� �1 x�=� '#��� ����� 
� ���1 �� 	����� �����
�

(D1 ⊕D2) : G −→ End(V ⊕W ), (D1 ⊕D2)(g) =
(
D1(g) 0

0 D2(g)

)
. W25Y

�1 
D�� '#��� 2�� ����� �� ���1 �� 	�������� %���� �� ��� ��5� �'����. �� ����� 
�13 � B(5� V�, �� ����� %��
'���� 2�(��=� '#� �A(J��� �� ���� ������� �� �� �D %�� 2�� ����� �� ����(M� ��� ��.�� �(��=� '#� �� ���� �����

� � �� �� [��#1 �� ��Z@�� ���� 2�� ����� �� ��� 6 J� % �� �� �����',

�� �� V 2�8" ���(� 	���� ���14��Z@ ���� D : G −→ V ����� ������
  ��! " ����  ��! #��  ��$
 �����
�� �� V2 2������� 
 V1 �� �� V1 2������� D(g) -g�� 2��� �� �� 2�3� �� V = V1 ⊕ V2 - �)�� �8"
� � B(5� V�, P���
%<�� �'��� ���� (25Y/2�CO ����� P��� �� �� D(g) Q��1 e���� ���@ 
��� �� ��� �� &�] %�� 2��#� ����>�� V2

2�CO ����� ���M�� �M��N1 6�'41 
��� ��#� e���� ���@ G�?(�� �� ���(� �J
 ')�4� 2�CO ����� �� D(g) � J
� ���c ���
���) �� 	'���. 15 ��Z@�� ���� ����� - �)�� 2�CO ����� P��� �� �� �� 2� ���@ y ��� ���(� �� �N���� %������� ����

/����� l� �� [��#1 � ���1 �� 2'#� 
� �����
� Z2 := {e, a} 2�
� 	
�� 2��� �����

D0(e) = 1, D0(a) = 1, W26Y

/����� 

Direct sum of representations13

Reducible14

Irreducible15

z



D1(e) = 1, D1(a) = −1. W27Y

l� �� [��#1��� P��� �� 2'#�
� ����� 
� � ���1 �� % �D ��

D2(e) =
(

1 0
0 1

)
, D2(a) =

(
0 1
1 0

)
. W28Y

�M��N1 6�'41�� ���� �����Z@ ���� ����� 
� ����� %�� ���

S =
1√
2

(
1 1
1 −1

)

l�)�� � ����.

SD2(e)S−1 =
(

1 0
0 1

)
, SD2(a)S−1 =

(
1 0
0 −1

)
W29Y

�� ����#� %�� �� ��

D2(g) = D0(g) ⊕D1(g) ∀g. W30Y

���	
 �� ����"#���# �

Q� i �(����� �� �� �� ����� C1, C2, · · ·CK �� 	
�� %�� �R�
=1 2�� $k� � ��� G 	
�� �� ����� 
� D �� ' �� a�"
l�� ��� P��49 � �� �� ����� χi �� �� �� �� D �����

χi := tr(D(g)) g ∈ Ci W31Y

67� �R�
=1 $k� 
� �89
��� �� ��� 6 J� %�� �� ���� �>(5� �� 2�89� �� �� 
 $k� 
� �� 16�(����� �� %��

 '��� �� q'� g ∈ G 
� 2��� y = g−1xg �C��� �� x, y ∈ Ci

tr(D(y)) = tr(D(gxg−1)) = tr(D(g)D(x)D(g)−1) = tr(D(x)). W32Y
Character16

f



�'��� �� 2��� ����(� 2�� 	
�� ����� ������� ��M� �B����(����� �� '�� � ���. $�� %����

� ����� 	����� ')�� ��.�� G�* 
� V 2�8" 	���� '�� �� �� � � 8O %�� �������@ �� �M� � 8O 
� �� �, %����

���� '���. ���<� ����(� 	
��
���� ���<� 2�� 0��1�� �� 6�'41 ���1 �� �� ����� 2�� 0��1�� Q��1 e���� ���@�  {1 
��� �(M� P��49 ��

���� +��#� ���<� ����� 
� �� ����(� 	
�� ����� �� l ()�	���

G�* 
� �5?� �')�� (, ) ��.�� G�* 2���� ��� 	') [��#1 �� 2
� ����� �� V 2�8" �� ' �� a�" ������
l��� ���� �� � �� �� [��#1 '�', ��.��

{x, y} :=
∑

g

(D(g)x,D(g)y)

l ������O�� ��� � ��. '�', ��.�� G�* %�� ��

{D(g)x,D(g)y} = {x, y}

�'�)�� { , } ��.�� G�* �� �45� '��#(� ���@ �� fi 
 ( , ) ��.�� G�* �� �45� '��#(� ���@ �� ei �� ' �� a�" +�]
l���>�� {fi} ���@ �� �� {ei} ���@ �� � �� �� [��#1 ���D�� S �C. �>��9

Sei = fi

�)�� � ���. P��� %����

{Sx, Sy} = {S(xiei), S(yjej)} = xiyj{fi, fj} = xiyi = (x, y)

l��� ���O�� ��� �C��� x, y �� 2��� �� � ("�� %�������

(x, y) = {Sx, Sy} {x, y} = (S−1x, S−1y)

�D̂(g) := S−1D(g)S l � �� ���O �� ��� �"�� +�]
l �)�� � ���. [��#1 %�� ��

(D̂(g)x, D̂(g)y) = (S−1D(g)Sx, S−1D(g)Sy)

= {D(g)Sx,D(g)Sy} = {Sx, Sy} = (x, y)

���� ���<� D̂ ����� �� ����� ��N� %���� ���

T



�( ��� 2�� 0��1�� 	�>�� ��) �R��, U ���<� 0��1�� �� M 0��1�� ��� ��� %����� &'(�'& )&�* 	��� +�

M+ := M +M † , M− := i(M −M †) W33Y

���) ���R��, U �� = �

���� 	'����. 	'M9 �� � 8O %�� P�4b�

�$% ��� �& �

�� �M�� P�4b�
 �� � �� ����� �� ��� 	')��� 17��) �� �J �� � 8O
� 2��4� �� ����(� 2�� 	
�� ����� ����� Q��1 �A4��B1
l������@

	�>�� ��) �R��, �� D(g) ��� �� M 0��1�� 
� 
 ')�� G ����(� 	
�� 
� ��Z@�� ���� ����� D ��� �'(, �"� -.
���� ']�
 0��1�� �� ���8� ��(] M

��� �� M+ �( ��� 0��1�� �� � ��� �� ��4O � 8O�� % �D �� � ��� ���<� D ����� �� � ��� �� (tY � 8O�� ������
l��) �� �R��, �� D(g)

[D(g),M+] = 0 ∀g ∈ G. W34Y

l����� �'���� �� ����� 2�8" 2��� ���@ 
� �� 2������� 	|�
 ��� �( ��� M+ 0��1�� �� �R����

M+|v(i)
n 〉 = λn|v(i)

n 〉, i = 1, 2, · · · qn W35Y

�� ��� � �� �R (� (34Y �C����� +�] ���) �� �F qn �1 
� �� 
 ����) �� �� ��'B� 	|�
 ����
 �� ��� �K.�) i ���� ��

M+(D(g)|v(i)
n 〉) = D(g)(M+|v(i)

n 〉) = D(g)(λn|v(i)
n 〉) = λn(D(g)|v(i)

n 〉) i = 1, 2, · · · qn W36Y

Schur’s Lemma17
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�M�� \5� %�������
 '�������O λn ��'B� 	|�
 �� g���� 2�8"��� �� = � D(g)|v(i)
n 〉 2������� �� ����#� %�� �� �C��� %��

l'������� 67� ��<) D(g) 2�� 0��1�� �� Q�'��� �R (��� ���� |v(i)
n 〉 ���@ 2������� 6��) �M�1

D(g) =

⎡
⎢⎢⎣
D1(g)

D2(g)
D3(g)

· · ·

⎤
⎥⎥⎦ W37Y

2��� � #*
 %�� �� � �� �O� '��� ��.� �J�
 ��� 2'#� q2 0��1�� 
� D2(g) -2'#� q1 0��1�� 
� D1(g) ���� ��
�� ����#� %�� �� �� �����Z@�� ���� D ����� �� ��� 	��� a�" �"�F�� �������O�� �M�� �� �<� \B" �� 
 �� D(g) ���
������'B� 	|�
 
� �M�1 M+ 0��1�� �� ����#� %�� ����� %�� ��� ��1 '�D ��
 '���� 2�CO }��� 
��M�1 D(g) 2�� 0��1��
%�� ���� ']�
 0��1�� �� e���(� M+ 0��1�� �<���=, �5 � 2= D %��
 �������� �8" 6� '#��� �� ����
 �,�� ��

���� ']�
 0��1�� �� e���(� M �� ��� � �� �R (� �R���� 
 ������<1 ���1 �� = � M− 2��� �� +E'(��

�()�� ��,
 M 2'#� d× d′ 0��1�� 
� 
 '�)�� d′ 
 d ��#�� �� e 1�1 �� ��Z@ ���� ����� 
� D′ 
 D ��� �'(, /"& -.
�C��� �� �� ')��

D(g) M = M D′(g) ∀ g ∈ G W38Y

�5��1�� M -'�)�� 2
�5� ���� ��� 
 �!� �� ����� M -'�)�� P
�!(� �� �� d′ 
 d 2�� '#� ��� P��� %���� -'�� q'�
��,
 '���1 ��� '#� �� � u ��Z@�� ���� ����� 
� 2��� 38 2�C��� �� '�� �� �� � � 8O %�� �>�� ���� �� ������Z@ �
��

2��� ��� % �D �� ���� ���O�� �C��� %�� �M�'� ��F �� P��� %���� �� � �� ���O �!� �� ����� �� M �<����>�Y ')�� �()��
�� '��� ��� �C��� %�� �� ' �� �O� �'�J��#� ����� 
� %�� �A�(] 	�>�� -��� ���O�� �C��� %�� '#� �� ��Z@�� ���� ����� 
�
% #� '#� 
� �� �� 	
�� �� 2�� 5� 2��� VO�
 �� �� )�� �()�� P
�!(� ��Z@�� ���� ����� '�D �� 
� � ���1 ��� '#� 
� ��
���� ����� % �D 2��� �� '��� �� ��) Q
� �J �'�)�� +��#�� u ���� ��� �� � )�� �()�� 2�'#(� 2�� ����� � ���1 ��

�')�����O�� E�� �C��� �� ��� � ���?� �' @ M 67� 0��1�� 
� =���

�� �� �� ��N� {|v1〉, |v2〉, · · · |vd〉} �� �� V ���@ 2������� 
 V �� �� D ����� 2����� 2�8" ������
�� � ��� ��

D(g)|vj〉 =
d∑

k=1

(D(g))kj |vk〉. W39Y

l� �� �� 6 <N1 �8" ������ �� ��� 2������� +�]

|ψk〉 =
d∑

j=1

Mjk|vj〉, k = 1, 2, · · ·d′, W40Y

XX



���) �� G
��, ������� %�� \��1 �� ��� � �� V �� ���8"����� S 


l � �� �� �b��� D(g) |ψk〉 ������� 2
�

D(g)|ψk〉 =
d∑

j=1

MjkD(g)|vj〉 =
d∑

j,l=1

Mjk(D(g))lj |vl〉

=
d∑

l=1

(D(g)M)lk|vl〉 =
d∑

l=1

(MD′(g))lk|vl〉

=
d∑

l,i=1

MliD
′(g)ik|vl〉 =

d∑
i=1

D′(g)ik|ψi〉 W41Y

S 2�8"��� 2������� �� �C. e ��1 ����� S 2�8"��� 2��������� Q�'��� 2
� D(g) �b� �� '�� �� ��N� �C��� %��
�M1 �� �8"��� %�� -�����Z@�� ���� ����� 
� D ��D ��� ���� D ����� �31 ���
�� 2�8"��� 
� S %������� ����
V Q��1 S ��� ��� �M = 0 �� ��� �� ~� �R (� �� |ψk〉 = 0 ∀ k �)�� � ���. ')�� �M1 S ��� ���� V Q��1 �� ���
2������� �<����� �det(M) 
= 0 
 d = d′ �� �R (��� �� '�� �C. 6B(5� {ψk〉} 2������� �� ����� ��,
 �J�] 
� ')��

� d′ > d �� ��� %<�� �1����� \B" �J�] %�� �'�(5 � �C. 6B(5� {ψk〉}
�� ����
� ��'� �����1 0@

M = 0 �� (d′ = d 
 det(M) 
= 0) �� d′ > d.. W42Y

l� �� �� �5��������� 6<) �� �� (38Y �C��� � ���1 �� ���

D̃′(g)M t = M tD̃(g), W43Y

2�� ����� -'�)����Z@�� ���� D′ 
 D 2�� ����� ��� ���� 	��M���1 2��#� �� t ��k9
 D̃(g) = ((D(g))t)−1 ���� ��
�� ��� � �� �R (�
 � �� �����<1 �� E�� +E'(�� +�] �'���Z@�� ����= � D̃′ 
 D̃

M = 0 �� (d = d′ 
 det(M) 
= 0) �� d > d′. W44Y

�� ��� �� ��� 	��
� ��'� �� (42Y 
 (44Y s��(� }�(N� �,


M = 0 �� (d = d′, 
 det(M) 
= 0). W45Y

���) �� 6��� �R����� ��) Q
� �J P�4b�

Xm



�$% � �� �& �� ���'"�� �

	'��� eJ�C� �M" �R����� 2��Z>��� %������ 6��1 �� �� n?N� �� ��. 2��Z����� $�� %�� ����1 2��� ����(M� �R�����
���� 	'����� +
',�� 2��Z>��� %�� ���� '���. ���� �� $��

��Z@�� ���� 2�� ����� ��'#1 N

�R�
=1 2�� $k� ��'#1 K

μ ��Z@�� ���� ����� Dμ

μ ��Z@�� ���� ����� '#� nμ

i �R�
=1 $ k� Ci

i �R�
=1 $k� 2�89� ��'#1 |Ci|

i $k� �� ����� 
� �(����� χi

i $k� 2��� μ ��Z@�� ���� ����� �(����� χμ
i

W46Y

�� �� �� [��#1�� ��� 0��1�� 
 � �� �� 	��!(�� ��) +
� �J �� +�]

Mν
i :=

∑
x∈Ci

Dν(x) W47Y

l��� ��� � ��. 2���� 0��1�� %�� �� ��) �� ���b �(]���

Mν
i D

ν(g) = Dν(g)Mν
i W48Y

l��� % �D �C��� %�� P�4b�

Mν
i D

ν(g) =
∑
x∈Ci

Dν(x)Dν(g) =
∑
x∈Ci

Dν(xg) =
∑
x∈Ci

Dν(g)Dν(g−1xg)

= Dν(g)
∑

x′∈Ci

Dν(x′) = Dν(g)Mν
i . W49Y

��#� ���� ']�
 0��1�� �� e���(� 0��1�� %�� ��) +
� �J����� %�������

Xp



Mν
i = Aν

i I W50Y

�� �,�1 �5?� � � �� �� �4��3� �� &�F
� �� �� �4��3� 2��� ���) �4��3� '��� �� ��� ���b �'9 
� Aν
i ���� ��

�� � ��

tr(Mν
i ) = |Ci|χν

i W51Y

l �)�� � ���. �R (��� �Aν
i = |Ci|χν

i

nν �� ���
� �� ��'� -tr(I) = nν E�� �C��� �� �� %�� �� �,�1��

∑
x∈Ci

Dν(x) =
|Ci|χν

i

nν
I W52Y

���� � ���. 	��!(�� ���� 	'����� �� ��� ����� \��
 � �� �<� �C��� %��

��� �5��1�� G�* �� g�) %���� �M�1 ')�� 	��?J� 0��1�� 
� X 
 ��Z@�� ���� ����� 
� Dν 
 Dμ �� ' �� a�"
l��� � ��������� ��� 0��1�� �')�� [��#1 6��O

M :=
∑
g∈G

Dν(g)XDμ(g−1), W53Y

l'�� �� q'���� �C��� �� 0��1�� %�� �� ��) �� ���b �(]���

MDμ(h) = Dν(h)M. W54Y

%�� �<�� �� �,�1 �� μ 
= ν �� 	����
 ��� ']�
 0��1�� �� e���(� M �� ���
� �� ��'� ��) +
� �J����� -μ = ν 	����
�� ��� � �� �R (� %������� �M = 0 �� ��� � �� �R (� ���� ����<� +��#�� u��Z@�� ���� 2�� ����� 2������� n.�)

∑
g∈G

Dν(g)XDμ(g−1) = δμνCμ(X)I, W55Y

���
� ��� �� �� Cμ(X) ���b �<��� 2��� ����� �>(5� X 0��1�� �� �� ��� 2�'9 Cμ(X) 
 ']�
 0��1�� I ���� ��
l��� � �� ��� % "�F �� 
 μ = ν � �� �� ���O

|G|tr(X) = Cμ(X)nμ, −→ Cμ(X) =
|G|tr(X)

nμ
. W56Y

Xt



l'�� �� �� ��� 6<) �� E�� �C��� �R (��� ���� � �� Eij ������� �� X 0��1�� +�]

∑
g∈G

Dν(g)EijD
μ(g−1) = δμν |G|

nμ
δijI, W57Y

% "�F �� mn 2����� �4��3� �� 0@ �� 


∑
g∈G

Dν
mi(g)D

μ∗
nj(g) =

|G|
nν

δμνδijδmn. W58Y

%�� 2��4��� ����� ����� 
 ') '���. i��?(�� �M�� �� �4J�,
 �M� s��(� �� '�(5� 2� ����� \��
 � (52Y 
 (58Y \��
 �
�') '���. �(.�� s��(�

l� �� �� [��#1��� 6<) �� 2'#� |G| ����� 
� m, i, ν n.�) ���� 2��� �� �� 	
��


|Dν
mi〉 :=

√
nν

|G|

⎛
⎜⎜⎝

Dν
mi(g1),

Dν
mi(g2),
· · ·

Dν
mi(g|G|)

⎞
⎟⎟⎠ , W59Y

P��� %���� ���� [��#1 〈g| 6<) �� ��� ����� 
� 	
�� g �89 �� 2��� �� 
 ��� 	��!(�� }���� 2��Z����� �� ���1 ��
l�)�� � ���.

Dμ
ij(g) = 〈g|Dμ

ij〉. W60Y

��#� '����9 ���� q�" �̀��� 2������� Q��1 �� '�� �� �� � VO�
 �� (58Y �C���

〈Dμ
nj |Dν

mi〉 = δμνδijδmn. W61Y

�� ��� � �� �R (� ')�� �(N � �8" '#���'���1 ��� '��#(� 2������� ��'#1 2����� 2�8" 
��� �� �R����

∑
ν

n2
ν ≤ |G|. W62Y

Xv



����
� �� ��'� ����(� 	
�� 
���Z@�� ���� 2�� ����� '#� % �D ��
 ��'#1 2
� �M� ' O 
� %�������

l���
� �� ��'� ���'�� �� V�, i, j n.�) 
��� 2
� 
 j = n 
 i = m � �� �����O (58Y �C��� �� �� 	
��
∑
g∈G

tr(Dν(g))tr(Dμ(g))∗ = |G|δμν , W63Y

��

K∑
i=1

|Ci|χν
i χ

μ
i
∗ = |G|δμν . W64Y

� �� [��#1��� 6<) �� 2'#� K ����� 
� μ �� 2��� �� ��� +�]

|χν〉 =
1√|G|

⎛
⎜⎜⎝

√|C1|χν
1√|C2|χν
2

· · ·√|CK |χν
K

⎞
⎟⎟⎠ , W65Y

��#� '����9 ���� = �������� %�� �� '�� �� �� � (64Y �C���

〈χμ|χν〉 = δμ,ν . W66Y

%���� ���� [��#1 〈i| 6<) �� ��� ����� 
� 	
�� Ci $k� �� 2��� �� 
 ��� 	��!(�� }���� 2��Z����� �� ����� ���1 ��
l�)�� � ���. P���

χμ
i = 〈i|χμ〉. W67Y

�� ���� �� Q�E E�� '��#1 �C��� -')�� �(N � �8" '#� �� '���1 ��� '��#(� 2������� ��'#1 2����� 2�8" 
��� �� �R����
��#� ')�� ���� 2
�5����(�� �R�
=1 2�� $k� ��'#1 ����Z@�� ���� 2�� ����� ��'#1

N ≤ K. W68Y

�� ���� 	') 	��� D ��Z@ ���� ����� �� ' �� a�" �0�����
  ��! #��  ��$
 	1  ��$
 +� 	�2
� 3�45 � 	
��

� 5��� �� �� �� ��=R1��Z@�� ���� 2�� ����� �� �� ����� %�� � ���.

D(g) =
N⊕

μ=1

aμD
μ(g) ∀ g ∈ G. W69Y
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0��1�� ���� �?5� aμ 
 ��� 	'���� 2�CO ����� P��� �� D(g) 0��1���� e���� ���@ 
��� �� '�� �� �� � q�" P��49
l���
� �� ��'� � �� G�5] g ∈ Ci 
� 2����� �5��1�� % �D ��� ��� ����� ��. 2�CO 2�� }��� 2
� Dμ(g)

χi =
N∑

μ=1

aμχ
μ
i W70Y
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√

|Ci|
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|χ〉 =
∑

μ

aμ|χμ〉. W71Y

l ���
� �� ��'� 
 � �� �� 	��!(�� �(����� 2������� '��#1 �C����� +�]

aμ = 〈χμ|χ〉 =
1
|G|

∑
i

|C|iχiχ
μ
i
∗
. W72Y
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l � �� ����� �R (� ������� �aν �=μ = 0 
 aμ = 1 �)�� � ���. ')�� Dμ ����� kA 7� ��Z@�� ���� 2�� �����
l� )�� �()�� ��� \B"
 ��� �����Z@�� ���� ����� 
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∑
g∈G

|χ(g)|2 = |G|. W73Y
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6<) �� -�������� |G| ��#� G �41���� �� '#� 
 � �� �� ��N� DR �� �� �� ���(<� ����� 
� G ����(� 	
���� 2���
2������� %�� �'�(5� 	
������9 ���c��(� �� '��#(� ���@ 2������� �� ��� � �� 2� 2����� 2�8" �� V ���) �� [��#1���

�� �� ���@

{|g1〉, |g2〉, · · · |g|G|〉}, 〈gi|gj〉 := δgi,gj W74Y

l'�� ���b���� 6<) �� �8" %�� ���@ 2������� 2
� DR(g) g ∈ G �� 2��� �� +�] �� �� �� ��N�

DR(g)|g′〉 := |gg′〉, ∀g, g′ ∈ G. W75Y
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DR(g)DR(h)|k〉 = DR(g)|hk〉 = |g(hk)〉 = |(gh)k〉 = DR(gh)|k〉. W76Y
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 �� �'�� �4��3� 6��O �(]��� ����� %�� 2���(�����

tr(DR(h)) =
∑
g∈G

〈g|DR(h)|g〉 =
∑
g∈G

〈g|hg〉 =
∑
g∈G

δg,hg

=
∑
g∈G

δe,h = |G|δe,h. W77Y

�χR(g 
= e) = 0 ∀g ∈ G 
 χR(e) = |G| �� ��� � �� �R (� %�������
��� ��=R1 ��Z@�� ���� 2�� ����� �� �� �� ���1 ��
 �����Z@ ���� �A���9 ����� %��

DR(g) =
N⊕

μ=1

aR
μD

μ(g) ∀ g ∈ G. W78Y
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aR
μ =

1
|G|

∑
g

χR(g)χμ(g)∗ =
1
|G| |G|χ

μ(e)∗ = nμ. W79Y

P��� �� ���1 �� �� (78Y �C���
 ��) �� ���
 ��. '#� ��'#1 �� ��Z@�� ���� ������� 	
�� 
� ���� ������� %�������
l�)�����

DR(g) =
N⊕

μ=1

nμD
μ(g) ∀ g ∈ G, W80Y




χR(g) =
N∑

μ=1

nμχ
μ(g). W81Y
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� �� ��'� � �� G�5] g = e 2��� �� E�� �C��� % "�F 	����

|G| =
N∑

μ=1

n2
μ. W82Y
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��#� �'�(5�= � 6��� �������� ��)'#� �� �M�� ��'#1 �� �� 6 J'� �<�� '�'��#(� �M�1 �� '�')∑
ij;μ

|Dμ
ij〉〈Dμ

ij | = I W83Y
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l |g′〉 
 〈g| �� % "�F G�*���� 

∑
ij;μ

〈g|Dμ
ij〉〈Dμ

ij |g′〉 = δg,g′ , W84Y
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∑
ij;μ

nμ

|G|D
μ
ij(g)D

μ
ij(g

′)∗ = δg,g′ . W85Y


 g ∈ Cl 2
��� �C��� %�� % "�F ��� %�� 2��� ����
� ��'� = � �� �(����� 2��� ���� 6��� �C��� 
� � ���1 �� �C��� %����
l���
� �� ��'� �� �� �� V�, Cl′ 
 Cl ���� �� g′ ∈ Cl′

∑
ij;μ

nμ

|G|

⎛
⎝∑

g∈Cl

Dμ
ij(g)

⎞
⎠
⎛
⎝ ∑

g′∈Cl′

Dμ
ij(g

′)∗

⎞
⎠ =

∑
g∈Cl

∑
g′∈Cl′

δg,g′ W86Y
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 � �� 	��!(�� (52Y �C��� �� � ���1 �� �R�����

∑
ij;μ

nμ

|G|
|Cl|
nμ

χμ
l δij

|Cl′ |
nμ

χμ∗
l′δij = δl,l′ |Cl|. W87Y

l'�� ������� ���M� 6<) �� �C��� %�� ���� 	��� �� 0@
N∑

ν=1

χμ
l χ

μ
l′
∗ = δl,l′

|G|
|Cl| . W88Y
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� �<�� '����9 �����M�1 �� ����� [��#1 kA 4O �� |χμ〉 2�� ����� �� ����#� %�� �� �C��� %��
l������O����� �C��� ��#� -'���

N∑
μ=1

|χμ〉〈χμ| = I. W89Y
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N = K. W90Y
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N = K W91Y
N∑

μ=1

(nμ)2 = |G| W92Y

N∑
μ=1

|χμ〉〈χμ| = I W93Y

〈χμ|χν〉 = δμ,ν W94Y

∑
ij;μ

|Dμ
ij〉〈Dμ

ij | = I W95Y

〈Dμ
ij |Dν

kl〉 = δμνδikδjl, W96Y
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|χν〉 =
1√|G|

⎛
⎜⎜⎝

√|C1|χν
1√|C2|χν
2

· · ·√|CK |χν
K

⎞
⎟⎟⎠ , |Dν
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√
nν

|G|

⎛
⎜⎜⎝

Dν
mi(g1),

Dν
mi(g2),
· · ·

Dν
mi(g|G|)

⎞
⎟⎟⎠ . W97Y
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�'�(5� 2'#� 
� ~��Z@�� ���� 2�� ����� Q��1 ���� 	
�� 
�

�� a ��#� �� 'J�� ����� �� ��� �"�� ���� G = {e, a, a2, · · · an−1} 2�
� 	
�� 
� G �� ' �� a�" �� ����
g�) �5��� �� �'�� >������ D ����� 
� �'�(5� 2'#� 
� �� ����� Q��1 �� � ��� �� 64O +�7��� ����
� ��'�

(D(a))n = 1 W98Y

'�� �� [��#1 �� ����� 
� Q�'��� �� ���� 6] �1 n �J��#� %�� �')�����O��

Dμ(a) = e
2πiμ

n μ = 0, 1, · · ·n− 1. W99Y

%�������

Dμ(ak) = e
2πiμk

n μ = 0, 1, · · ·n− 1. W100Y

l����� �� �� �� ��N� σ2 
 σ1 �����M�� �� ��� 'J�� 
� 2���� S3 �� Ǳ�) �� 2�� �N>��, 	
�� lS3 	
�� �� ����

S3 = {e, σ1, σ2, σ1σ2, σ2σ1, σ1σ2σ1}. W101Y

l��� '����.��� 6<) �� S3 �R�
=1 2�� $k� ������O�� �� 'J�� % � �� �C��
 ��� 	��!(����

C0 = {e}, C1 = {σ1, σ2, σ1σ2σ1}, C2 = {σ1σ2, σ2σ1}. W102Y

����� ���� 2'#� 
� ����� 
� ��������Z@�� ���� ����� �� ��#� �N = K = 3 ����� 	
�� %�� 2��� %�������
l��� �M�'�

D0(g) = 1 ∀ g ∈ S3. W103Y

l'�� �� �45� �X �'9 ��" 2�� �N>��, �� 
 �X �'9 i
� 2�� �N>��, �� �� ��� �� �>�� 2'#� 
� �����

D1(e) = D1(σ1σ2) = D1(σ2σ1) = 1

D1(σ1) = D1(σ2) = D1(σ1σ2σ1) = −1. W104Y
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��� �"�� ����� %���� �������,
�>�� 2'#�
� ����� 
��M�1 �� ��) �� �R (� (n0)2 + (n1)2 + (n2)2 = 6 �C�����
�� � ��� �� �'��� q'� 	
�� G�* \��
 � �� �� � �� �45� 2'#�
� 2�� 0��1�� σ2 
 σ1 2��'J�� �� � ���(� ��

D2(e) =
(

1 0
0 1

)
. W105Y
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� D2(σ1) 2����'B� 	|�
 -σ2
1 = e �� �R���� �')�� 2�CO σ1 ����� ���� �� � �� �� G�?(�� 2� ����

l�)�� � ���. %������� ���� '����.

D2(σ1) =
(

1 0
0 −1

)
. W106Y

−1 �� ��� ��1� 0@ -��� ±1 = � �� 2����'B� 	|�
 �')�� ���<� �5��� �� D2(σ2) 0��1�� �σ2 ����� '��� �� �O�� +�]
l������ ��� ���'��(�� 6<) �5��1�� % �D 
� ����

D2(σ2) =
(

a b
b∗ −a∗

)
|a|2 + |b|2 = 1. W107Y

���) �� a ���� �B B] �� �R�� (D2(σ2))2 = I g�)
� )�� �()�� �5��� �� �R (��� �σ1σ2σ1 = σ2σ1σ2 �� � ��� �� �� �� �� 	��!(�� ��'J�� % � �C����� +�]

D2(σ1)D2(σ2)D2(σ1) = D2(σ2)D2(σ1)D2(σ2). W108Y

�)�� � ���. %������� �|b|2 = 3
4 
 a = −1

2 l��) �� �������B� �� �R�� g�) %��

D2(σ2) =
1
2

( −1
√

3eiφ√
3eiφ 1

)
, W109Y
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� φ ���� ��
l������ 6<) �� D2 ����� �A(��M� �����Z� �� 	'����. 	'M9

D2(σ1) =
(

1 0
0 −1

)
D2(σ2) =

1
2

( −1
√

3√
3 1

)
. W110Y
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l�� '�1��49�� $k� %�� ���� � ������� �� S3 	
�� �R�
=1 2�� $k� �5?�

C0 = {e}, C1 = {σ1σ2, σ2σ1}, C2 = {σ1, σ2, σ1σ2σ1}. W111Y

D1 �� ���� ����� %�� ����� 2'#�
� ��Z@�� ���� ����� 
� 
 2'#� 
���Z@�� ���� ����� 
� 	
�� %�� �� � ��� ��
��� Q�" �(����� 2������ � |C0| = 1, |C1| = 2, |C2| = 3 �<� �� 
 (97Y �C��� � � �,�1� � �� �� �� ��N� D2 
 D1′ -

l'������ ���

|χμ〉 =
1√
6

⎛
⎝ χμ

0√
2χμ

1√
3χμ

2

⎞
⎠ W112Y

�'9 i
�����9 �� D1′ ������� 
 
� �'9 	
������9 ��� �� D1 ������� �� � ��� �� �A��* � χ2
0 = 2 �� � ��� ��

l�)�� � ���. %������� ���) �� 	��� �45� 
� 2�M�� �'9 ��" ����9 ��
 
�

|χ1〉 =
1√
6

⎛
⎝ 1√

2√
3

⎞
⎠ |χ1′〉 =

1√
6

⎛
⎝ 1√

2
−√

3

⎞
⎠ |χ2〉 =

1√
6

⎛
⎝ 2√

2α√
3β

⎞
⎠ W113Y
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� �� ��'� ����"k� q�" 2������� '��#1 g�) �� �'��) �4��3� '��� �� '�(5� �J�MR� 2���(����@ β 
 α ���� ��
��

α = −1, β = 0, W114Y

��#�

χ2
1 = −1 χ2

2 = 0 W115Y

��'� �� 0��1�� %��������9 � B����� ���� D2(σ2) 
 D2(σ1) %("���� &'� ���� � ������� �� 2'#�
� ����� +�]
0��1�� %�� ��� ']�
 0��1�� ������� D2(σ1) 0��1�� V��� �<��� �� �,�1�� 
 � �� 2�CO �� D2(σ1) �� � ��� �� �'��� ��

� �� �����O 0@ ���� −1 
 1 ��'B� 	|�
 
� 2����

D2(σ1) =
(

1
−1

)
, D2(σ2) =

(
a b
c d

)
, W116Y

l') '���. �("������9 � B� ����� �C��� %���� �'��) �4��3� �5��� �� a, b, c, d 2���(����@ ���� ��

D2(σ1σ2) =
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a b
−c −d
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, D2(σ2σ1) =

(
a −b
c −d

)
, D2(σ1σ2σ1) =
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a −b
−c d

)
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l� �� �� 	��!(�� (115Y �C����� +�]

σ2 ∈ C2, χ2
2 = 0 −→ a+ d = 0

σ1σ2 ∈ C1, χ2
2 = −1 −→ a− d = −1 W118Y
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a =
−1
2
, d =

1
2
. W119Y

e 1�1 �� (97Y �C��� 
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g1 = e, g2 = σ1, g3 = σ2 g4 = σ1σ2, g5 = σ2σ1, g6 = σ1σ2σ1, W120Y
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1
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1
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⎞
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⎞
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⎛
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0
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⎞
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1√
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⎛
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0
0
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c
−c

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
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22〉 =
1√
3

⎛
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1
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2
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2

⎞
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21|D2

21〉 = 1 
 〈D2
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12〉 = 1 g�) �� +�]

|b|2 = |c|2 =
3
4
. W123Y
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√
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√
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�9��R� \��1 �� ��� � �� ���8" V 2����� 2�8" 
 �� �� [��#1 |x〉 ����� 
� M �� �CB��� 2��� �� � ���1 �� W�' ��
〈x|x′〉 = δx,x′ �C��� �� �� ������� %�� ')�� �(55� �9��R� 
� M �� �(J�]�� ���) �� G
��, {|x〉, x ∈M} 2�������

� � ���1 �� +�] �� �� ����R�M� 〈x|x′〉 = δ(x− x′) �C����� �� ������� %�� ')�� �(�� @ �9��R� 
� M �� �(J�]�� 
 Q

l� �� [��#1��� 6<) �� V 2�8" 2
� �����

U(g)|x〉 := |gx〉. W125Y

l��� \5���� P��� �� ���1 �� �� V 2����� 2�8" 2
� ������� ���� ����� 
� U �� ��� r*�


|ψ〉 =
∑
x∈M

ψ(x)|x〉, W126Y


 �(55� �J�] 2���

|ψ〉 =
∫
dxψ(x)|x〉 W127Y

M 2
� �#��1 ψ : M −→ C ���� M 2
� 2� � +��>(�� 2��� e���� 	��'�� 
� dx �� ��� 	��� a�"� .� �J�]�� ��
�� ���
� �� ��'� ���@ ���� 6��� 
 '��#1 g�)�� ��� � �� \�(?� ��'9� 	��]�� �� ��.����B� �� '���.

ψ(x) = 〈x|ψ〉. W128Y

���
� �� ��'� (125Y �C����� +�]

〈x|U(g)† = 〈gx|, W129Y

l') '���. ����� ���� ���<� �� �,�1�� ��

〈x|U(g−1) = 〈gx|, W130Y

mv



��


〈x|U(g) = 〈g−1x|. W131Y

l'�� '���. ��'� |ψ′〉 67� 2'�',����� � ���b� V 2�8"�� |ψ〉 	��?J������ 
� 2
� �� U(g) �>��9 	����

|ψ′〉 = U(g)|ψ〉, W132Y

�R����


〈x|ψ′〉 = 〈x|U(g)|ψ〉. W133Y

�� ����#� %�� ����� %�� (131Y �C��� �� �,�1�����

ψ′(x) = ψ(g−1x). W134Y

�'�� �� [��#1 -� �� �� ��N� F (M) ���� �� �� M 2
� 	') [��#1 \�(?� V���1 2
� ����� 
� U�>��9 %�������
l'�� �� 6�9��� 6<) �� ����� %��

ψ(x) −→ ψ′(x) := ψ(g−1x). W135Y

l'�� ������� 6<) �� E�� P��49 P��� %���� �� � �� ��N� U(g)ψ �� �� ψ′ � ���1 ��

(U(g)ψ)(x) := ψ(g−1)(x). W136Y

���) �� Q�R�� ��(� �� �8#��� �� ��� 2��� %��
 ��� [��#1 6<) %�� �� �� V���1 2
� ����� �'(���� ���1 ��

����� 
� '�� �� ��,�� M 2
� 	') [��#1 V���1 2�8" 2
� �� V 2
� P��� %�� �� �� �N���� ��� �J�]��
2�� ����� �� U ����� �� ����#� %�� �� �� ��� ��=R1 ���
�� 2���8"��� �� �� V 2�8" ���1 �� ��� -�����Z@�� ����

���) �� ��=R1��Z@�� ����

l'�� �� 6�9��� 6<) �� C \�(?� �3!� 2
� 	
�� %�� ���� >������ �� Zn = {e, a, a2, · · · , an−1} 	
�� �� ����

a : z −→ e
2πi
n z, W137Y

2
� 	
�� %�� ����� -� (!� �� �^�� �� �,�1 �� �'��.�D �� 2π
n ���
� 	��'�� �� �� �CB��� �� ����#� %�� �� 2��M)����� ��

l��) �� [��#1��� 6<) �� \�(?� �3!� V���1 2�8"

(U(a)ψ)(z) = ψ(a−1z) = ψ(e
2πi
n z). W138Y

mw



2'#� 
� ��� �� ���� ��Z@�� ���� ����� �1 n - Zn �� � ��� �� �"�F�� ���� 2'#� ���M� �� ����� 
� ����� %��
�� 	��� ����� e 2πir

n �'9�� a �K�9 r �������
 ��) �� n?N� r ∈ {0, 1, 2, · · ·n− 1} �'9 
��� ������� �'�(5�
Q�'��� �� ��) ��=R1 2'#� 
� 2���8" �� �5��� �� F (C) ��#� \�(?� V���1 Q��1 2�8" �� ����#� %�� ����� %�� ���)

l'�� 6�] �� Zn 	
�� �� r 2'#� 
� ����� 
�

F (C) =
⊕

r

arF
r(C) W139Y

Q�'��� �� ' �� �O� ���� 	') [��#1 F r(C) 2�8" 2
� �� ��� Dr ��Z@�� ���� ����� �>���'�D ar ���� ��
(138Y �C��� ����� V��1 %�� ���) �� G
��, � �� �� ��N� ψr �� �� �� �� V��1 
� \��1�M�1
 ��� 2'#� 
� F r 2���8"��

l'�� �� q'���� g�)��

ψr(e
2πi
n z) = e

2πir
n ψr(z), W140Y

l���
� �� ��'� ���� ��

ψr(z) = z−r, r = 0, 1, 2, · · ·n− 1. W141Y

'�� �� �� � VO�
 �� 2���� %�� ���� 	��?J� r 3� �'9 
� k ���� �� ψr(z) = zkn−r ����� ��� �J�]�� �� ' �� �O�
%�� k r 3� �'9 
 ��� ���M� �� \�(?� V���1 2�8" 2
� U ����� ��=R1�� ��Z@�� ���� ������� �>���'�D ��

�'�� �� n?N� �� �>���'�D

l'�� >������ ��) �� [��#1��� 6<) �� �� �� R 2
� �� 6�9
 S2 = {I, σ} 	
�� �� ����

I x = x, σ x = −x. W142Y

l��) �� [��#1��� 6<) �� S2 2��� ����� 
� F (R) 2
� %�������

(U(I)f)(x) = f(x), (U(σ)f)(x) = f(−x). W143Y

�'�� 2'#� 
�
��� �� ������Z@�� ���� �����
� �M�1 S2 �"�F�� ���� 2'#� ���M� �� ����� 
� ����� %��

D0(I) = D0(σ) = 1, D1(I) = 1, D1(σ) = −1. W144Y

��) ��=R1 '��� �� 6�] �� �����
� %�� �� 2'#� 
� 2���8"��� �� �5��� �� F (R) 2'#� ���M� �� 2�8" 0@
��#�

mz



U = a0D
0 ⊕ a1D

1, W145Y

�� (149Y �C��� �� �,�1�� -'�� 2'#� 
� 
��� �� ����� %�� �� �R���� �'�(5� �� ����� %�� �>���'�D a1 
 a0 ���� ��
6��) F 0 �� ��� �� 2��#� �� ��� %�� � '��) 6�'41 ��)��. �� �4��* �� U(σ) 6�9 �31 �� � )�� �#���1 +�4�� �� �5���
�"�#��� %������� �'�(5� F (R) �� 2'#� ���M� �� 2���8"��� ��" �� i
� V���1 �9��R� ������" V���1 6��) F 1 
 i
� V���1

P��� �� n �,�� 2�� 2����, 
1 2�8"

Fn(R) := {f : R −→ R|f(x) = αxn} W146Y

l��) �� ��=R1��� P��� �� F (R) �� � ��� ����

F (R) =
∞⊕

n=−∞
Fn(R), W147Y

�'��� �� 6�]�� D1 ����� ��" 2�� n 2��� 
 D0 ����� i
� 2�� n 2��� Fn ���� ��

l'�� �� 6�9��� 6<) �� R×R×R �9��R� 2
� σ2 
 σ1 2��'J�� �� S3 	
�� �� ����

σ1(x, y, z) = (y, x, z) σ2(x, y, z) = (x, z, y). W148Y

l��) �� [��#1��� 6<) �� S3 2��� ����� 
� 	� {(� �� V���1 2�8" 2
� ��#� F (R ×R×R) 2
� %�������

(U(σ1)f)(x, y, z) = f(y, x, z), (U(σ2)f)(x, y, z) = f(x, z, y). W149Y

���� 
 2'#� 
��1 
� �� ������Z@�� ���� ����� �� �M�1 S3 �"�F�� ���� 2'#� ���M� �� ����� 
� ����� %��
� )�� �()�� �5��� �� �R (��� �� �� �� ��N� D2 
 D1′ - D1 �� �� �� �� �� ��� 2'#�
�

F (R×R×R) =
⊕

(F 1(R×R×R) ⊕ F 1′
(R ×R×R) ⊕ F 2(R×R×R)) W150Y

l� )�� �()�� �5��� �� f ∈ F 1(R×R ×R) 2��� -�������Z@�� ���� 2�� ������� �� �(.��) �� �,�1�� �R (���

f(y, x, z) = f(x, y, z), f(x, z, y) = f(x, y, z). W151Y

mf



l ����� g ∈ F 1′
(R×R× R) �� 2��� % �D ��

g(y, x, z) = −g(x, y, z), g(x, z, y) = −g(x, y, z). W152Y


 φ1 V��1
� �5��� �� Q�'����� ��� 2'#�
� 2�8"��� 
� F 2(R ×R×R) 2���8"��� �� Q�'��� �� �R���� 	�.E��

l'��) 6�'41 �� ����� \��
 � S��C� () 
 () \��
� �� �,�1�� �� � )�� �()�� φ2

φ1(y, x, z) = φ1(x, y, z)

φ2(x, z, y) = −φ2(x, y, z), W153Y

φ1(x, z, y) =
−1
2
φ1(x, y, z) +

√
3

2
φ2(x, y, z)

φ2(x, z, y) =
√

3
2
φ1(x, y, z) +

1
2
φ2(x, y, z). W154Y

��#� q�" V���1�� ���� +�7� �� �5 � '���� �� �� Q�R�� 6��� P��� �� �� ��=R1 %�� �� �5 � �� �� &'� �, %����
	'����. �'�� 	') �("�� �C.
 �#� �� �� +�7� %�� �� �� �L��� '��) �� 6�'41 �>�'<� �� n?N� 2�� ����� �31 �� �#���1
%�� �'�� Q�R�� 6�����F �� �� F (R ×R × R) V���1 2�8" ��=R1 �� +�7� %�� �� 	��!(���� '�� �#� �� � �� �� S��N1 ��

l'�(5���� e 1�1 �� �� +�7�

l��) �� 6�'41 D1 ����� �31 �� f V��1 2��� ���� +�7� ��.�
�� 6 �.�

f(x, y, z) = u(x)u(y)u(z), W155Y

���� 	��?J� 	� {(� 
� V��1 
� u ���� ��
�� 6 �.�

f(x, y, z) = u(x) + u(y) + u(z). W156Y

��6 �.�

f(x, y, z) = u(x)v(y)w(z)+u(y)v(x)w(z)+u(x)v(z)w(y)+u(z)v(y)w(x)+u(y)v(z)w(x)+u(z)v(x)w(y) W157Y

mT



�'�(5� 	� {(� 
� 	��?J� V���1 u, v, w ���� ��

�'�(5� m +�7� �� ���. 2�� �J�] -m�[J� 
 X� [J� 2�� +�7� �� ' �� �O�

l��) �� 6�'41 D1′ ����� �31 �� g V��1 2��� ���MJ�7� �7
��67

g(x, y, z) = (u(x) − u(y))(u(y) − u(z))(u(x) − u(z)), W158Y

���� 	��?J� 	� {(� 
� V��1 
� u ���� ��

��6 7

f(x, y, z) = u(x)v(y)w(z)−u(y)v(x)w(z)−u(x)v(z)w(y)−u(z)v(y)w(x)+u(y)v(z)w(x)+u(z)v(x)w(y) W159Y

�'�(5� 	� {(� 
� 	��?J� V���1 u, v, w ���� ��
��5 � m�G +�7� �� ���. �J�] X�G +�7� �� ' �� �O�

���) �� 6�'41 S3 	
����Z@�� ���� ����� �31 �� 	� {(� �� V��1
� �� �J�7� �8

φ1(x, y, z) = u(x) + u(y) − 2u(z)

φ2(x, y, z) =
√

3(u(x) − u(y)), W160Y

l�)�� � ���. -u(x) = x � �����O ��� ���� 	��?J� 	� {(� 
� V��1 
� u ���� ��

φ1(x, y, z) = x+ y − 2z, φ2(x, y, z) =
√

3(x− y). W161Y

0& ��� ���� ���	
 ��

�� 2�� �N>��, 	
�� �� g����/+�7� ��#� �� +�7� �� �<� �� ����	��� �
'3� ����(� 2�� 	
�� �� �� ��. �3� ���� �1
'J�� %�� ����� 2
� �� ����9 � B� ����� ���� � �� �' @ �� σ2 
 σ1 �K�9 
� ����� �� ��� �"�� �M�1 �� ��'�� S3 �� ���1

pU



G/	
�� 
� 2�� 'J�� {g1, g2, · · · gK} +�7� ����9 �� ��� ���� ���� q��� ��
���� ���� �� ��� %�� �'�� �� ��'� ��
����� 2
� �� �(]��� '�(5� �!�� �� �47� r 3� ��'9� �� si ���� �� gs1

1 g
s2
2 · · · gsK

K 67� 2�K�9 ����� 	�>�� -'�)��
l'�� �� ��'� ��'J��

D(g) = D(gs1
1 g

s2
2 · · · gsK

K ) = D(g1)s1D(g2)s2 · · ·D(gK)sK . W162Y

�� ��C� �� �'�� �� ��'� ��'J�� ����� 2
� �� ���>D �J 2�� 	
�� ����� �� � �� j�) ��K(.� �� � ���1 �� �����
���
� ��'� �� �4, ����� ���1 �� 	
�� ����� 2
� �� ���>D �� � �� ��N� � ���1

�� 2��� �� �� ��#� %�� �� �)�� �� �J�4, ����9 2��� P��� �� ���1 �� 	����� �� G �J 	
�� 
� ����9 �� � ��� ��
����� g ∈ G

g = g(θ1, θ2, · · · θK) = eθiTi W163Y

�� Ti 
 �J 	
�� �K�9 g ∈ G �C��� %�� �� ����	��� 	��!(�� 2���<1 2�� n.�) 2
� V�, ������O �� �� %()�� �� ��

� ��)��'B� �� '�(5� 	
�� �#*�� 2���(����@ = � �� θi �'�(5� �J �4, 2��'J�� jkC�� �� �� �J�4, ���@ 2�������
�C. %�� 
 '���� �� �� �C. 2�8" 
� �� Ti �� ��� �� �C��� %���� �M� �(<� �'��� �� n?N� �� g 67� 	
�� �K�9
	
�� ���(.�� �� ���� �� ���O �� �� �C��� %�� +�] % 9 �� ���) �� �J 	
�� �� �45� �J �4, ���� �� 5� ����� �9�� ����
�� q'� �� �� ��'J�� �� 2��C��� ����
� ��'� �� 2�� ����� 
 �4, ���(.�� 2
� �� �� �� 2�� ����� % �D �� 


������ P��� �� '���

[Ti, Tj ] = fk
ijTk, W164Y

�� ����#� %�� �� �4, 
� 2��� ���� �' @ ����� +�] ����'� ��,
 θi 2���(����@ �� 2� 	��)� �̀� y � �C��� %���� 

�� 2�K�9 �� �� �� ��� �� ����� �� ����� �>�� P��49 �� �'��� q'� ���R��, �C��� % ���� �� � �� �' @ ���� 0��1��

�� ��5O �� D(Ti) 67� � �'� �45� �>��9 �� 0��1�� 
� Ti 67� �4,

[D(Ti), D(Tj)] = D([Ti, Tj ]) W165Y

-����5� �4, 2��� D/67� ����� 
� 	���� ���� [D(Ti), D(Tj)] = D(Ti)D(Tj) −D(Tj)D(Ti) �� ����� ���� ��
l����5� ��� 6<) �� 	
�� 2��� ����� 
� �� �� 	��!(�� �� � ���1 ��

D(g) = D(g(θ1, θ2, · · · θK)) = eθiD(Ti). W166Y
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��#� ���� �( ��� ��@ �4, 2��� ')�� ���<� 	
�� 2��� D ����� 	���� ���� '���. ��5<� = � �4, 
 	
�� ����� '#�
%�� 2��� ����
� ��'� �� 'J�� 2��� ����� 
� � ���1 �� ����5� 	
�� 2��� ����� 
� 	���� 0<#J�� �D(T )† = −D(T )

�� 2��4� �� �� � �� �,�1 ����� V��1 \5� �� �� ��� �"�� ���

D(g) = I + θiD(Ti) + · · · , W167Y

�R (��� 


D(Ti) =
∂

∂θi
D(g(θ1, · · · θK)) |θ=0 . W168Y

��� %<�� P��� %���� �')�� 	') [��#1 �5��1�� �4, 
� P��� �� �J �4, ��. �� ��� %<�� ����� �� �8#� ��
��� %<�� �� ��� %�� H��@ I���M�� 2��� �5��1�� ����� %("�� �� 2�� � �D '�(5� 0��1�� ��. Ti ��� �� ' �� +���
�()�� � J
� 2�� 0��1�� % � �� ���R��, �C��� ���� �� ��5O �� ')�� �()�� ��,
 P
�!(� 2��'#��� 2�>�� 2�� 0��1��

���� '����. ��'J�� 2��� �1
�!(� 2�� ����� '�', 2�� 0��1�� %�� Q��1 P��� %���� �'�)��

����� ���� 	
� �

�� ����

��K(.� �� �� ���
� 	
�� 2�� ����� �, %���� -���� 
�= " �� ���B1 	
�� 
� ����9 �� ���
� 	
�� �� �( ��� �� �,�1 ��
�89 
� �� � ��� �� �� �� �� 	��!(�� ����(.��� ���(���� 
 ��<� $�� �� �� �^�� �� ����� %�� �� �� �� �� �����

l��) �� �()�� ��� P��� �� ���
� 	
��

Rn(θ) = e−iθn·J W169Y

l'��� �� q'� ��� ���R��, \��
 � �� �� '�(5� ���
� 2�� 'J�� J = (Jx, Jy, Jz) 
 ���
� ��
�� θ -���
� ��3� n �� �� ��

[Jx, Jy] = iJz,

[Jy, Jz] = iJx,

[Jz, Jx] = iJy. W170Y

�� Q�'� �� �� ���� ��,
 ��Z@�� ���� ����� ���M� �� q�O �4, 2��� �� ��� 	'�� ���(���� 
 ��<� $�� �� 	'����.
'#� 
 ��) �� 	'���. j % ;�� ����� 
� -j/e5D�� ��/������� �'��) �� n?N� j/r 3� �� � �� r 3� �'9 
�

pm




 {|j,m〉, −j ≤ m ≤ j} �� '�1��49 �N���� % �D 2�8" ���@ 2������� �� �� �� ��N� Dj �� �� ����� %�� ����� 2j + 1

l������ P��� �� ������� %�� 2
� Dj(J±) := Dj(Jx) ± iDj(Jy) -Dj(Jz) 2���>��9 �b�

Dj(Jz)|j,m〉 = m|j,m〉
Dj(J+)|j,m〉 =

√
j(j + 1) −m(m+ 1)|j,m+ 1〉

Dj(J−)|j,m〉 =
√
j(j + 1) −m(m− 1)|j,m− 1〉. W171Y

�� ��� P��49 �� ���� ��,
 	
�� 2��� j % ;�� �/ �Z@�� ���� ����� 
� �4, �� j % ;�� ����� �� 2��� ��

Dj(Rn(θ)) = e−iθn·Dj(J) W172Y

���� 2'#� 2j + 1 ����� %�� �'�� �� ��'� ���
� 	
�� �K�9 2��� j % ;�� ����� e 1�1 %�� ��

2��� �� �N���� ����
� �� ��'� �4, 2��� ����� 
� 	
�� 2��� ����� 
� �� 
 � �� �� �F �� 0<9 �M, +�]
�� �� Rn(θ) 67� ���
� 	
�� �K�9 
� ���� 	�� 2
� V���1 2�8" 2
� 2'#� ���M� �� ����� ��� � �� ��� �� 	
��
2
� �>�� ����� 
� �� '�� �� 6�'41 �� r �/���� �� 
 '�� �� 6�9 2'#�
� 	�� 2
� ���
� 	
�� �� � ��� �� ���� � �� ���

lr′ 67� 	��

r −→ r′ = Rn(θ)(r). W173Y

�� �� ��N� C(S2) ��#� 	�� 2
� V���1 2�8" 2
� �� ���
� 	
�� � ���1 �� ��'�� $�� %���� �� �^�� �� S��C� %�������
�� ��� P��� %�� �� ����� %��

[D(Rn(θ))f ](r) = f(Rn(−θ)r). W174Y


 � �� \5� θi 2���(����@ �� �45� �� % "�F �5��� �� ���
� � ��'� �4, ����9 2��� 2'#� ���M� �� ����� �<�� 2���
� 5��� �� %������� ����
� ��'� &�F 
� �5��B� �� �� �4, ����9 ����� 0;�

[D(e−iθn·J)f ](r) = f(Rn(−θ)r) W175Y

�[D(I − iθn · J)f ](r) �� ��� ����� �D &�F 
 f(r− θn× r) l�� ��� P��49 ���� &�F �� � ��� �� 
D�� 2�� θ 2���
l'�� �� �� ��� 6<) �� 2��<(�� ��� �� 0@ 175 �C��� %�������

[D(I − iθn · J)f ](r) = f(r) − θn× r · ∇f(r) W176Y

�� 


f(r) − iθn · [D(J)f ](r) = f(r) − θn · r ×∇f(r) W177Y
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